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ON A MATHEMATICAL MODEL OF HIERARCHICAL STRUCTURE  

OF RURAL SETTLEMENTS REGION  
 

Abstract. The features of hierarchical structure of urban and rural settlements regions in the con-
text of rules "rank - population size" are described in the article. Methods to study the hierarchical dis-
tribution of rural settlements of region are suggested, based on mathematical modeling. 
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Актуальность темы. В исследованиях пространственной организации жизни общества важ-

ное место принадлежит изучению проблем городского и сельского расселения. Поиск методов 
выявления закономерностей формирования региональных систем расселения и направлений 
регулирования их развития представляет актуальный аспект исследований в контексте совре-
менных задач устойчивого развития 

Постановка проблемы. Расселение населения, являясь одной из форм пространственной 
организации общества, в то же время оказывает существенное воздействие на региональную 
организацию производства. Формирование региональных систем расселения является слож-
ным и многоаспектным процессом, на который оказывает влияние множество разнородных 
факторов социального, политического, этнического, экономического и природного характера, 
отличающиеся в каждом конкретном случае как по интенсивности влияния каждого из них, так и 
по результатам их совокупного воздействия. Этим обусловливается наличие разнообразных 
форм расселения населения, представляющих в конечном итоге один из результатов процесса 
взаимодействия общества и природы. 
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Вместе с тем формирование региональных систем поселений имеет внутренне присущие 
ему закономерности самоорганизации и саморегулирования. Поиск этих закономерностей ста-
новится более эффективным с применением количественных методов исследования и матема-
тического моделирования. 

Анализ последних публикаций и исследований. По тематике расселения населения су-
ществует обширная литература, особенно в сфере градостроительной теории и практики (гра-
доведение, урбанистика, градостроительство). Проблемы взаимосвязанного городского и сель-
ского расселения, а также вопросы расселения сельского населения нашли освещение в рабо-
тах ряда отечественных и зарубежных учёных: Ю.Р.Архипова, Х.Боса, В.Г.Давидовича, А.И. До-
ценко, С. А. Ковалёва, Д. Ф. Крисанова, В. Кристаллера, Г. М. Лаппо, А. Лёша, М. Мерлена, 
С. С. Мохначука, Е. И. Питюренко, В. В. Покшишевского, О. С. Пчелинцева, Г. Н. Рогожина, 
С. Г. Смидовича, Г. Ю. Стельмаха, Г. С. Фтомова, П. Хаггета, Б. С. Хорева и других. Следует 
отметить, что в контексте реформирования местного самоуправления и территориальной орга-
низации власти возрастает значимость проблем низового административно-хозяйственного 
районирования и связанного с ним сельского расселения населения. При решении этих про-
блем большое значение наряду с формированием массивов качественных качественных харак-
теристик имеют методы математической обработки данных, полученных в ходе специальных 
исследований, а также построение соответствующих математических моделей. В то же время 
следует отметить, что многоаспектность и сложность указанных проблем вызывает необходи-
мость дальнейшего  поиска в отмеченном направлении. 

Постановка задания. Разработка методики исследования иерархической структуры сель-
ских поселений регионов на основе математического моделирования. 

Изложение основного материала. В основу методики положена математическая модель, 
основанная на правиле Зипфа, согласно которому в региональной сети городов существует за-
висимость между людностью города и его ранговым номером [1, с. 192; 2, с. 127; 3, с. 26; 4].  

Зависимость имеет вид 
a

i iPP 1 , 0a , Ni ,1 ,                                                   (1) 

где 1P - людность (количество населения) самого большого города региона, iP людность i -го 

города региона, i порядковый номер города, установлены в порядке убывания, a фиксиро-
ванный параметр зависимости. Для американских городов Зипф принимал 1a . Таким обра-

зом, если построить последовательность городов с количеством населения 1P , 2P ,…, NP , рас-

положенных в порядке убывания, то формула Зипфа имела вид 

i

P
Pi

1 , Ni ,1                                                             (2) 

Но, как показали исследования  ряда ученых [1, c. 195; 4], формула Зипфа не всегда соот-
ветствует фактическому материалу. Ю. В. Медведков модифицировал уравнение следующим 
образом [4, с. 108].  

a
i iPKP 1

1 , 0a , Ni ,1 ,                   

где 1K  коэффициент первенства главного города, a мера контрастов внутри региональ-
ной системы городов, не обязательно равная единице. Более удобным для исследования яв-
лялась прологарифмированная формула 

ii atPKP  
1

1 lnlnln , 0a , it i ln , Ni ,1 ,                        (3) 

или  

  iatMiX  , it i ln , 0a ,   iPiX ln , 
K
P

M 1ln , Ni ,1 .          (4) 
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Кроме того он предложил в качестве одной из характеристик иерархической структуры горо-
дов региональной системы коэффициент корреляции, характеризующий тесноту связи людно-
сти городов с их ранговым номером. 

Рассчитанная по формуле (3) зависимость «ранг–людность» в региональной системе город-
ских поселений носит линейный по переменной it i ln м характер, а различные углы наклона 

прямой отражают особенности её проявления в разных регионах. Однако, как для малых, так и 
для мелких городов эта зависимость теряет линейный характер и на графике выражается от-
клонением фактических значений людности от прямой линии [3, стр. 27; 4]. 

Исследование сельских поселений региональных систем также показало отсутствие линей-
ного характера зависимости между их людностью и ранговым номером. Иерархическая струк-
тура сельских поселений регионов расчитывалась по формуле, предложенной Б.Г.Чемисовым 
[5, стр. 189]  

iab
i iPKP ln

1
1 , 

или в виде  

 21
1 lnlnlnln iaPbKPi     

и на графиках по регионам зависимость «ранг – людность» отобразилась в виде различных па-
рабол (рис.1; рис.2).  

Рис. 1. Иерархическое распределение сельських 
поселений Жашковского района Черкасской области 
в логарифмическом поле ( - фактическая людность 
поселений) 

Рис. 2. Распределение сельских поселений Чер-
касской области в логарифмическом поле в зависи-
мости от людности в интервале ( -фактическая 
людность поселений) 

 
Позднее, для более адекватного выявления особенностей иерархической структуры сель-

ских поселений была предложена более сложная формула [6, с.63]  
icb

i iPKP ln
1

1  , Ni ,1 ,                                  

где b , c  постоянные параметры (не обязательно положительные), отражающие специфику 
региона. Соответственно в прологарифмированном виде она имела вид 

 21
1 lnlnlnlnln icibPKPi   , Ni ,1  

и более адекватно отражала иерархическую структуру сельских поселений регионов. Данная 
модель имеет вид квадратичной зависимости от логарифма  



Науковий вісник Полісся № 2 (2), 2015                                                 Scientific bulletin of Polissia № 2 (2), 2015 
 

ЕКОНОМІКА ТА УПРАВЛІННЯ НАЦІОНАЛЬНИМ ГОСПОДАРСТВОМ 
 

 35

© Чемiсов Б. Г., Хусаiнов Д. Я., 2015 

  2
ii ctbtMiX  ,   iPiX ln , it i ln , 

K
P

M 1ln .                     (5) 

Для определения коэффициентов M , b , c , дающих наилучшее приближение можно ис-

пользовать метод наименьших квадратов. Пусть известны численности населения   iPiX ln ,  

Ni ,1  упорядоченно построенных сельских населенных пунктов и их численности населения 

равны  1X ,  2X , …,  NX . Коэффициенты M , b , c  зависимости выбираются из условия  

    



N

i

iXicibM
1

22 minlnln . 

Необходимое условие минимума приводит к необходимости решения системы трех уравне-
ний 

     
 


N

i

N

i

iXicibM
1 1

2lnln ,  

     
 


N

i

N

i

iiXiicibM
1 1

2 lnlnlnln , 

       
 


N

i

N

i

iiXiicibM
1

2

1

22 lnlnlnln ,  

Или 

   



N

i

N

i

N

i

iXicibMN
11

2

1

lnln , 

       
 


N

i

N

i

N

i

iiXicibiM
1 1

32

1

lnlnlnln , 

          
 


N

i

N

i

N

i

iiXicibiM
1 1

243

1

2 lnlnlnln . 

Используя правило Крамера, получаем 




 1M , 



 2b , 



 3c ,                                             (6) 

где 

 

   

     













N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

iii

iii

iiN

1

4

1

3

1

2

1

3

1

2

1

1

2

1

lnlnln

lnlnln

lnln

,  

   

     

      













N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

iiiiX

iiiiX

iiiX

1

4

1

3

1

2

1

3

1

2

1

1

2

11

1

lnlnln

lnlnln

lnln

,       
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   

   

      













N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

iiiXi

iiiXi

iiXN

1

4

1

2

1

2

1

3

11

1

2

1

2

lnlnln

lnlnln

ln

,                            (7)  

 

   

      













N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

iiXii

iiXii

iXiN

1

2

1

3

1

2

11

2

1

11

3

lnlnln

lnlnln

ln

.                           (8) 

Таким образом, для построения модели необходимо лишь иметь упорядоченную последова-
тельность величин  1X ,  2X , …,  NX . 

Обозначим 

  NA  



N

i

NNi
1

!lnln...3ln2ln1lnln . 

  NB        



N

i

Ni
1

2222 ln...2ln1lnln             NN ln2ln)1ln( ln...2ln1ln

      NN ln2ln1ln ...21ln = 


N

i

ii
1

lnln  

  NC        



N

i

Ni
1

3333 ln...2ln1lnln            NN
222 ln2ln)1(ln ln...2ln1ln   

      NN
222 ln2ln1ln ...21ln = 










N

i

ii
1

ln2

ln , 

  ND        



N

i

Ni
1

4444 ln...2ln1lnln  
      NN

333 ln2ln1ln ...21ln = 









N

i

ii
1

ln3

ln . 

Тогда получаем  

   
     
     NDNCNB

NCNBNA

NBNAN

 . 

     

     

      NDNCiiX

NCNBiiX

NBNAiX

N

i

N

i

N

i















1

2

1

1

1

ln

ln , 
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   

     

      NDiiXNB

NCiiXNA
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Выше была описана математическая модель иерархической структуры  сельских поселений 
административного района Украины.  

Анализ зависимости “ранг-людность” сельских поселений административной области вы-
полняется в соответствие с той же методикой, которая изложена выше, но с учётом ряда осо-
бенностей. 

Принимая во внимание, что в административной области количество сёл намного больше 
нежели в административном районе, зависимость “ранг - людность” в этом случае рассматри-
вается как зависимость между количеством сел и их людностью в соответствующих интерва-
лах. Например: 
 

 
 
 
 
 

 
Так, число поселений, в которых проживает от 1 до 100 чел. составляет 60 сел, количество 

поселений с численностью от 101 до 200 жителей - 53 села и т. д. После усреднения интерва-
лов людности получаем: 

Pi I
… … 

350 45 
250 49 
150 53 
50 60 

Выводы. Представленная математическая модель вполне адекватно, на наш взгляд, отра-
жает особенности иерархической структуры сельких поселений регионов.  
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